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Kanon

Temat: 82

Ruch harmoniczny prosty.

1. Dotychczas zajmowaliśmy się ruchami liniowymi i obrotowymi, na ogół o stałym przyspieszeniu. Zajmowaliśmy się także ruchem jednowymiarowym i dwuwymiarowym, wynikającym z siły odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu odległości (grawitacja). Teraz zajmiemy się ruchem, w którym ciała przemieszczają się tam i z powrotem sinusoidalnie w czasie (tzn. tak jak funkcja sinus lub cosinus czasu). Ruch sinusoidalny jest najbardziej powszechną formą ruchu w życiu codziennym (okresowo zmienia się napięcie na zaciskach prądnicy, natężenie prądu w sieci miejskiej, bicie ludzkiego serca, świecenie niektórych gwiazd itp.) i dlatego jest ważnym przedmiotem badań fizyki.

2. Siła harmoniczna. Działająca na ciało siła, która jest proporcjonalna do przesunięcia ciała od początku układu i która jest skierowana ku początkowi układu, nazywamy siłą harmoniczną. Jeżeli obierzemy oś x wzdłuż przesunięcia, to siła harmoniczna wyrażona równaniem:




gdzie x jest przesunięciem od położenia równowagi jest np. siłą wywierana przez rozciągniętą (lub ściśniętą) sprężynę, o ile sprężyna nie została rozciągnięta poza granicę sprężystości.

Spostrzeżenie, że sprężyna, jeżeli nie jest zbytnio rozciągnięta, wywiera siłę harmoniczną, nazywa się prawem Hooke’a:


,

gdzie x0 jest położeniem równowagi.

Na rys.1 początek układu współrzędnych obrano w położeniu równowagi (x0 = 0). Pokażemy, że jeżeli sprężyna zostanie rozciągnięta tak, aby masa m. znalazła się w położeniu xm, a następnie w chwili t = 0 sprężyna zostanie zwolniona, to położenie masy w funkcji czasu będzie:




i 

 jest stałą sprężyny (stała sprężystości). Taki ruch sinusoidalny nazywany jest zwykle ruchem harmonicznym prostym (RHP). Zaczynamy od równania 

, gdzie 

 jest siłą sprężyny (-kx)





Tego typu równanie nazywa się równaniem różniczkowym drugiego rzędu. Zwykłym postępowaniem przy rozwiązywaniu równań różniczkowych jest „odgadnięcie” odpowiedzi i sprawdzenie czy jest ona rozwiązaniem równania. „Zgadujemy” więc, że 

i sprawdzamy:




(prędkość w RHB)




(przyspieszenie w RHB)

Podstawmy wynik (6) do lewej strony równania (4) oraz zamiast x wyrażenie 

 do prawej strony równania (6):




Widzimy, że 



 EMBED Equation.2  
 jest rzeczywiście rozwiązaniem, ale tylko w przypadku, gdy 

. Funkcja 

 jest również pełnoprawnym rozwiązaniem matematycznym, ale nie spełnia warunku początkowego, że gdy t = 0, to x = xm. Najbardziej ogólnym rozwiązaniem jest 

, gdzie 

 jest dowolną stałą fazową. Stałe 

 i 

 wyznaczone są przez warunki początkowe.

3. Prędkość jako funkcja czasu dana jest równaniem (5), przyspieszenie - równaniem (6).Te funkcje zostały wykreślone, jedna nad drugą na rys.2. Z równania (5) wynika, że maksymalna prędkość: 



  i występuje , gdy x = 0.

 Z równania (4) widać, że przyspieszenie jest zawsze 

 razy wychylenie x:




To jest bardzo użyteczny związek: jeżeli równanie ruchu ciała możemy zapisać w postaci 

, gdzie C jest jakąś stałą, to 

, zatem:

Jeżeli: 


to: 

 oraz 

,

gdzie u jest jakimkolwiek przesunięciem Można to pokazać różniczkując 

. Wtedy 

, co również równa się 

. Tak więc: 
















Zadania:

1. Ciało wykonujące drgania harmoniczne o amplitudzie 5 cm osiąga maksymalna prędkość  20 

. Jaką wartość ma maksymalne przyspieszenie ciała ?

2. Jeżeli maksymalna prędkość punktu materialnego wykonującego ruch harmoniczny prosty jest v0, to ile prędkość ta wyniesie w odległości od położenia równowagi równej połowie amplitudy ?

3. Jaki jest okres drgań w ruchu harmonicznym o równaniu x = 

 (czas t wyrażony jest w sekundach) ?

4. Amplituda drgań harmonicznych  jest równa 5 cm, okres zaś 1 s. Jaka jest maksymalna prędkość drgającego punktu ?

5. Punkt materialny porusza się ruchem harmonicznym, przy czym okres drgań wynosi 3,14 s, a amplituda 1 m. Jaka jest jego prędkość w chwili przechodzenia przez położenie równowagi ?

6. Oblicz okres, częstotliwość drgań oraz prędkość kątową punktu materialnego, jeżeli dla czasu t = 2 s jego wychylenie z położenia równowagi wynosi:

a)  

,           b) 

,             c) 

,            d) 

,

gdzie A - amplituda. Fazę początkową przyjmij za równą zeru.

7. Po jakim czasie od chwili początkowej drgający harmonicznie punkt materialny przesunie się na odległość równą:

a)  połowie amplitudy, b) 0,25 amplitudy, c) 0,75 amplitudy, jeżeli faza początkowa jest równa zeru, a okres drgań T = 5 s.

8. Punkt materialny drga harmonicznie zgodnie z równaniem x = 0,08 sin (t. Oblicz okres drgań, częstotliwość, prędkość kątową, amplitudę, prędkość maksymalną oraz maksymalne przyspieszenie w tym ruchu.

9. Oblicz po jakim czasie od chwili rozpoczęcia ruchu wychylenie osiągnie wartość równą amplitudzie drgań , jeżeli ruch punktu materialnego dany jest równaniem:                            x = 0,4 

.

10. Omów sens fizyczny i matematyczny ruchów dwóch punktów materialnych (analiza porównawcza), których drgania opisują odpowiednio równania: 

 (ciało A) oraz 

 (ciało B). 
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